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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷à Äèðèõëå è
âèäîèçìåíåííûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà.
Íà÷èíàß ñ èçâåñòíûõ ðàáîò Ô. Òðèêîìè è Ñ. Ãåëëåðñòåäòà, ñèñòåìàòè-
÷åñêîå èçó÷åíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ïðîâîäè-
ëîñü â ðàáîòàõ Ô.È. Ôðàíêëß, Ê.È. Áàáåíêî, À.Â. Áèöàäçå, Ò.Ä. Äæóðà-
åâà, Â.Ô. Âîëêîäàâîâà, Ñ.Ï. Ïóëüêèíà, Ì.Ì. Ñìèðíîâà, Ì.Ñ. Ñàëàõèò-
äèíîâà, Â.È. Æåãàëîâà, À.Ì. Íàõóøåâà, Å.È. Ìîèñååâà, Ê.Á. Ñàáèòîâà,
À.Ï. Ñîëäàòîâà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäàâëßþùàß ÷àñòü ðàáîò ïî óðàâíåíèßì ñìå-
øàííîãî òèïà îòíîñèòñß ê èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ñìåøàííîãî òèïà
ñ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèì âûðîæäåíèåì. Êðàåâûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé
ñìåøàííîãî òèïà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âûðîæäåíèåì èçó÷åíû ñðàâíè-
òåëüíî ìàëî.
Ïåðâûå èññëåäîâàíèß ïî óðàâíåíèßì ñìåøàííîãî òèïà ñ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì âûðîæäåíèåì ïðèíàäëåæàò È.Ë.Êàðîëþ. Åãî èññëåäîâàíèß
ïîñâßùåíû âûßñíåíèþ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è Òðèêîìè äëß äâóõ
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé:
Lu ≡ uxx + sgny · |y|muyyu = 0, m > 0, (1)
Lu ≡ uxx + yuyy + auy = 0, a = const. (2)
Ïóñòü D  îáëàñòü ïëîñêîñòè XOY , îãðàíè÷åííàß ïðîñòîé æîðäà-
íîâîé êðèâîé Γ, ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ñ êîíöàìè â òî÷-
êàõ O(0, 0) è A(1, 0), è õàðàêòåðèñòèêàìè OC è AC ðàññìàòðèâàåìî-
ãî óðàâíåíèß, ðàñïîëîæåííûìè â ïîëóïëîñêîñòè y > 0. Îáîçíà÷èì
D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}. Äëß óðàâíåíèß (1) È.Ë.Êàðîëåì
ðàññìîòðåíà çàäà÷è Òðèêîìè (çàäà÷à Ò): íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) èç êëàñ-
ñà C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪ D−), óäîâëåòâîðßþùóþ óðàâíåíèþ (1) â
D+ ∪D− è ïðèíèìàþùèå çàäàííûå íåïðåðûâíûå çíà÷åíèß íà êðèâîé Γ
è õàðàêòåðèñòèêå OC. Îí äîêàçàë îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è T
ïðè 0 < m < 1 â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàß Γ ñîâïàäàåò ñ "íîðìàëüíîé"êðèâîé
x(1−x) = 4y2−m/(2−m)2. Íî â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü äëß ïðîèçâîëüíîé
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êðèâîé Γ, äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷è T è åãî ñóùå-
ñòâîâàíèß îñòàâàëîñü îòêðûòûì. Ê.Á. Ñàáèòîâ ïðèâîäèò äîêàçàòåëüñòâî
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷è T äëß ëþáîé êðèâîé Γ èç êëàññà Ëßïó-
íîâà ïðè 0 < m < 1. Èì ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Òðèêîìè äëß óðàâíåíèß
(1) ïðè m ≥ 2 ïîñòàâëåíà íåêîððåêòíî. Â ñâßçè ñ ýòèì îí èññëåäîâàë
çàäà÷ó Òðèêîìè äëß óðàâíåíèß xmuxx + sgny · uyy = 0 ïðè âñåõ m > 0.
È.Ë. Êàðîëü äëß óðàâíåíèß (2) â îáëàñòè D ïðè 0 < a < 1 èçó÷èë
çàäà÷ó Òðèêîìè ñ âåñîâûì óñëîâèåì ñêëåèâàíèß
lim
y→0−0
(−y)auy = k lim
y→0+0
yauy, 0 < x < 1,
ãäå k = −1 ïðè 0 < a < 1/2, k = 1 ïðè 1/2 < a < 1.
Çàäà÷à T äëß óðàâíåíèß (2) ïðè a < 0 ñòàíîâèòñß êîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé, åñëè óñëîâèß ñêëåèâàíèß ââåñòè ïî-èíîìó. Ñ.Ñ. Èñàìóõàìåäîâ,
ñëåäóß Ñ.À. Òåðñåíîâó, äëß óðàâíåíèß (2) â îáëñòè D ïðè a = −n + a0,
1/2 < a0 < 1, n = 1, 2, ... , ïîñòàâèë çàäà÷ó T ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèßìè
ñêëåèâàíèß:

























, z = x− 2√−y(1− 2t),
Nk(k = 0, n), Mk(k = 1, n)  îïðåäåëåííûå ïîñòîßííûå.
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß ýòîé çàäà÷è äîêàçàíà ìåòîäîì ýêñòðåìóìà, à
ñóùåñòâîâàíèå äëß ñëó÷àß, êîãäà êðèâàß Γ ≡ Γ0  ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé.
Õàéðóëëèí Ð.Ñ. äëß óðàâíåíèß (2) â ñëó÷àå a ≤ −1/2 â ñìåøàííîé
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé íîðìàëüíûì êîíòóðîì Γ0 è äâóìß õàðàêòåðèñòè-
êàìè, äîêàçàë îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Òðèêîìè ìåòîäîì èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå îáùåé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðè y > 0
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ïðîèçâîëüíîé êðèâîé Γ èç êëàññà Ëßïóíîâà è äâóìß õàðàêòåðèñòèêàìè
óðàâíåíèß (2), èì ïîêàçàíà ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷è Òðèêîìè.
Èíòåðåñ ê çàäà÷å Äèðèõëå äëß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà âîçíèê
ïîñëå èçâåñòíûõ ðàáîò Ô.È.Ôðàíêëß, â êîòîðûõ âïåðâûå îáðàùåíî âíè-
ìàíèå íà òî, ÷òî çàäà÷è òðàíñçâóêîâîé äèíàìèêè ñâîäßòñß ê ýòîé çà-
äà÷å. Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïåðåõîäà ÷åðåç çâóêîâîé áàðüåð
óñòàíîâèâøèõñß äâóìåðíûõ áåçâèõðåâûõ òå÷åíèé èäåàëüíîãî ãàçà â ñîï-
ëàõ, êîãäà ñâåðõçâóêîâûå çîíû ïðèìûêàþò ê ñòåíêàì ñîïëà âáëèçè ìè-
íèìàëüíîãî ñå÷åíèß, òî îíà ñâîäèòñß ê çàäà÷å Äèðèõëå äëß óðàâíåíèé
ñìåøàííîãî òèïà.
Íà íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëß óðàâíåíèß Ëàâðåíòüåâà: uxx+
(sgny)uyy = 0 â ñìåøàííîé îáëàñòè, ãèïåðáîëè÷åñêàß ÷àñòü γ ãðàíèöû
êîòîðîé ëåæèò â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå 0 ≤ x+y < x−y ≤ 1,
âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå À.Â Áèöàäçå. Ïðè÷åì íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è
Äèðèõëå íå çàâèñèò îò ìàëîñòè ìåðû îáëàñòè, çàêëþ÷åííûé ìåæäó γ è
y = 0. Ðåçóëüòàò À.Â Áèöàäçå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîñòàâèë âîïðîñ ïîèñêà
ñìåøàííûõ îáëàñòåé, äëß êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå ßâëßåòñß êîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé.
Á.Â. Øàáàò èññëåäîâàë çàäà÷ó Äèðèõëå äëß óðàâíåíèß Ëàâðåíòüåâà
Áèöàäçå â îáëàñòè y > −h, h > 0, è îáëàñòè, ãèïåðáîëè÷åñêàß ÷àñòü
êîòîðîé ëåæèò öåëèêîì âíóòðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ñòðîåííîãî íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè [0, 1].
Â ðàáîòàõ Í.Í. Âàõàíèß è D.R. Ñînnîn äîêàçàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è
Äèðèõëå äëß óðàâíåíèß ËàâðåíòüåâàÁèöàäçå â ïðßìîóãîëüíûõ îáëà-
ñòßõ, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.
Â ìîíîãðàôèè Ì.Ì. Õà÷åâà ðàññìîòðåíà çàäà÷à Äèðèõëå äëß óðàâíå-
íèß
L(u) ≡ uxx + (sgny)[|y|muyy + a|y|m−1uy + b|y|m−2u] = 0, 0 < m < 2,













2p1 = 1− a+
√
(a− 1)2 − 4b, 2p2 = 1− a−
√
(a− 1)2 − 4b,
a, b  ïîñòîßííûå, ïîä÷èíåííûå îïðåäåëåííûì óñëîâèßì.
Â ðàáîòå Ð.È.Ñîõàäçå1 äëß óðàâíåíèß (2) ïðè 0 < a < 1 èññëåäóåò-
ñß âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè õîòß áû îäíîãî ðåøåíèß çàäà÷è Äèðèõëå â
ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè D ïðè óñëîâèè
exp
(
























ãäå J1−a(z) è I1−a(z) ôóíêöèè Áåññåëß ïåðâîãî ðîäà ïîðßäêà 1 − a ñ
äåéñòâèòåëüíûìè è ÷èñòî ìíèìûìè àðãóìåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëå-
äóþùåé ðàáîòå Ð.È.Ñîõàäçå2 äëß óðàâíåíèß (2) ïðè a > 1, ãäå a  íå




ya−1u(x, y) = lim
y→0−0
(−y)a−1u(x, y), 0 ≤ x ≤ 1;
lim
y→0+0
yauy(x, y) = lim
y→0−0
(−y)auy(x, y), 0 ≤ x ≤ 1.
Ìåòîäîì ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíû ÷àñòíûå ðåøåíèß óðàâíå-
íèß (2) äëß óêàçàííûõ a è ðåøåíèå çàäà÷ ôîðìàëüíî ïîñòðîåíî â âèäå
ñóììû ðßäà Ôóðüå. Â ýòèõ ðàáîòàõ îòñóòñòâóþò ÷åòêèå äîêàçàòåëüñòâà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è íå ïðèâîäßòñß îáîñíîâà-
íèå ñõîäèìîñòè ðßäîâ Ôóðüå.
Â ðàáîòàõ À.Ï. Ñîëäàòîâà äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷ òèïà Äèðèõëå äëß óðàâíåíèß Ëàâðåíòüåâà -
Áèöàäçå â ñìåøàííîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðè y > 0 è y < 0 ñîîòâåò-
ñòâåííî ãëàäêèìè äóãàìè ñ îáùèìè êîíöàìè â òî÷êàõ (0, 0) è (0, 1), ïðè
ýòîì äóãà ïðè y < 0 ëåæèò âíóòðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.
1Ñîõàäçå Ð.Ñ. Î ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å äëß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà â ïðßìóãîëüíèêå //Äèôôåðåíö. óðàâíå-
íèß.  1983.  Ò. 19.  1.  Ñ. 127  133.
2Ñîõàäçå Ð.Ñ. Ïåðâàß êðàåâàß çàäà÷à äëß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà ñ âåñîâûìè óñëîâèßìè ñêëåèâàíèß âäîëü
ëèíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî âûðîæäåíèß //Äèôôåðåíö. óðàâíåíèß.  1981.  Ò. 17.  1.  Ñ. 150  156.
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Íàõóøåâ À.Ì. óñòàíîâèë åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß çàäà÷è Äèðèõëå äëß
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ïåðâîãî ðîäà â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè.
Â ðàáîòàõ Ñàáèòîâà Ê.Á. èññëåäîâàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëß âûðîæäà-
þùåãîñß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà ïåðâîãî ðîäà
sgn y · |y|muxx + uyy − b2sgn y · |y|mu = 0 , m > 0, b ≥ 0
â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè è â ïîëóïîëîñå. Ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîãî àíà-
ëèçà óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß, êîòîðîå ïîñòðîåíî â
âèäå ñóììû ðßäà Ôóðüå.
Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïðèìåíåí äëß ðåøå-
íèß ïåðâîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî
ðîäà â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè.
Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß èññëåäîâàíèå íà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè
çàäà÷è Äèðèõëå äëß äâóõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì âûðîæäåíèåì
Lu ≡ uxx + sgny · |y|muyy − b2u = 0 , (3)
Lu ≡ uxx + yuyy + auy − b2u = 0 (4)
â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β}, ãäå
b ≥ 0, α > 0, β > 0, m > 0 è a > 0  çàäàííûå ÷èñëà, â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ m è a.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Ïðè îáîñíîâàíèè êîððåêòíîñòè ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíû ìåòîäû îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è àïïàðàò ñïåöè-
àëüíûõ ôóíêöèé.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
1) Ïîêàçàíî, ÷òî êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è Äèðèõëå äëß óðàâ-
íåíèß ñìåøàííîãî òèïà ñî ñòåïåííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âûðîæäåíè-
åì (3) â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïî-
êàçàòåëß ñòåïåíè m âûðîæäåíèß. Óñòàíîâëåíû ïðîìåæóòêè èçìåíåíèß
ïàðàìåòðà m: 0 < m < 1, 1 ≤ m < 2, â êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå èëè âè-
äîèçìåíåííûå çàäà÷è ïîñòàâëåíû êîððåêòíî. Ïðè 0 < m < 1 óñòàíîâëåí
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êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷è Äèðèõëå è ðåøåíèå çàäà÷è ïî-
ñòðîåíî â âèäå ñóììû ðßäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Êîãäà 1 ≤ m < 2 äîêàçàíû òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß âèäîèçìåíåííûõ çàäà÷. Ðåøå-
íèß êîòîðûõ ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû ðßäîâ è óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèß ñõîäèìîñòè ðßäîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèß (3).
2) Ïîêàçàíî, ÷òî êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è Äèðèõëå äëß óðàâ-
íåíèß ñìåøàííîãî òèïà ñ ôèêñèðîâàííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âûðîæäå-
íèåì (4) â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò êî-
ýôôèöèåíòà a. Íàéäåíû ïðîìåæóòêè èçìåíåíèß ïàðàìåòðà a: 0 < a < 1,
a ≥ 1, â êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå èëè âèäîèçìåíåííûå çàäà÷è ïîñòàâ-
ëåíû êîððåêòíî. Ïðè 0 < a < 1 óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèß çàäà÷è Äèðèõëå, ðåøåíèå êîòîðîãî ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðß-
äà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå
a ≥ 1 äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß âè-
äîèçìåíåííûõ çàäà÷. Ðåøåíèß ýòèõ çàäà÷ ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû ðßäà
Ôóðüå ñ îáîñíîâàíèåì ñõîäèìîñòè ðßäîâ â óêàçàííûõ êëàññàõ ðåøåíèé
óðàâíåíèß (4).
Ïðàêòè÷åñêàß è òåîðåòè÷åñêàß öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû èññëåäîâàíèß ïðåä-
ñòàâëßþò íàó÷íûé èíòåðåñ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß äàëüíåéøåé
ðàçðàáîòêè êðàåâûõ çàäà÷ äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè, äî-
êëàäûâàëèñü àâòîðîì è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ëàáîðàòî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (íàó÷. ðóê.  ïðîôåññîð Ê.Á. Ñàáè-
òîâ, 2004  2009 ãã.), ëàáîðàòîðèè ôèçèêè è àñòðîôèçèêè (íàó÷. ðóê. 
ïðîôåññîð À.È. Ôèëèïïîâ, 2007  2009 ãã.) Ñòåðëèòàìàêñêîãî ôèëèàëà
ÀÍ ÐÁ è ÑÃÏÀ, êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (íàó÷. ðóê.
 ïðîôåññîð Â.È. Æåãàëîâ, 2009 ã.) Êàçàíñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà, à
òàêæå íà ðåãèîíàëüíûõ, âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîí-
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ôåðåíöèßõ: ¾Ñòóäåí÷åñêàß íàóêà  â äåéñòâèè¿ (ã. Ñòåðëèòàìàê, 2004
ã.), ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêè è ìàòåìàòèêè¿ (ã. Ñòåðëèòàìàê,
2004 ã.), ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è èõ ïðèëîæåíèß¿ (ã. Ñàìàðà,
2005 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàß ìàòåìà-
òèêà¿ (ã. Ìîñêâà, 2006 ã.), ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è èõ ïðèëîæå-
íèß¿ (ã. Ñàìàðà, 2007 ã.), ¾Òåîðèß ôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèß, âû÷èñëèòåëüíàß ìàòåìàòèêà¿ (ã. Óôà, 2007 ã.), ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ¾ÂÅÊÓÀ - 100¿, (ã. Íîâîñèáèðñê, 2007 ã.), ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû¿, (ã.
Ìîñêâà, 2007 ã.), ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿,
(ã. Ñòåðëèòàìàê, 2008 ã.), ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíè-
êè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâßùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè-
÷åãî (ã. Ìîñêâà, 2009 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò, ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [1-4] ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷ è èäåß äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ Ê.Á. Ñàáèòîâó.
Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
äâóõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 8 ïàðàãðàôîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè ñîñòàâëßåò 115 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèß  93 íàèìåíîâàíèß.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòà-
öèè, èçëàãàåòñß êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñßòñß íà çàùèòó.
Â ãëàâå 1 äëß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà ñî ñòåïåííûì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì âûðîæäåíèåì (3) â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè D â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé m > 0 ïîñòàâëåíû è èçó÷åíû ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíà-
ëèçà ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1.1 (Çàäà÷à Äèðèõëå). Ïóñòü 0 < m < 1. Íàéòè â îáëà-
ñòè D ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:
u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (5)
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Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (6)
u(0, y) = u(1, y) = 0, −α ≤ y ≤ β; (7)
u(x, β) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1; (8)
u(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ 1, (9)
ãäå f è g  çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì f(0) =
f(1) = g(0) = g(1) = 0.
Çàäà÷à 1.2 (Çàäà÷à Å). Ïóñòü 1 ≤ m < 2. Íàéòè â îáëàñòè D
ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì (5)  (8).
Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü 1 ≤ m < 2. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y),
óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì (6)  (9) è
u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+ ∪D−);
lim
y→0+0
ym−1uy(x, y) = − lim
y→0−0








ln (−y) , m = 1, 0 ≤ x ≤ 1.
Ìåòîäîì ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíû ÷àñòíûå ðåøåíèß óðàâíå-





µkx, µk = (pik)
2, k = 1, 2, . . . , (10)
Yk(y) =











q), y > 0,
Y −k (y) = ck
√−yJ 1
2q
(pk(−y)q) + dk√−yY 1
2q








(pk(−y)q) + J− 12q (pk(−y)
q)),
ãäå q = (2 − m)/2, ak, bk, ck è dk  ïðîèçâîëüíûå ïîñòîßííûå, pk =√
b2 + (pik)2/q, I 1
2q
(z) è K 1
2q
(z)  ñîîòâåòñòâåííî ìîäèôèöèðîâàííûå
ôóíêöèè Áåññåëß ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà, Jν(z) è Yν(z)  ôóíêöèè Áåñ-
ñåëß ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.
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Èñïîëüçóß ÷àñòíûå ðåøåíèß (10) è (11), ðåøåíèß çàäà÷ 1.1  1.3 ïî-
ñòðîåíû â âèäå ñóììû ðßäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (10) . Íà-






uk(y) sin pikx, (12)











, y > 0,
fk





, y < 0 ,
(13)
ãäå
















































fk è gk  êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ôóíêöèé f(x) è g(x) ñîîòâåòñòâåííî
ïî ñèñòåìå {√2 sin pikx} â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (5)  (9), òî îíî
åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k ∈ N












q) 6= 0. (14)
Åñëè ïðè íåêîòîðûõ α, β è k = l íàðóøåíî óñëîâèå (14), òî åñòü














√−y sin pilx, y < 0.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷è (5)  (9) èñïîëü-
çóåòñß òîëüêî ïîëíîòà ñèñòåìû ôóíêöèé (10) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].
Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå òàêîé ìåòîä ïðèìåíßëñß â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà ïðè
äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß ïåðâîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çà-
äà÷è äëß óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) αq = αq/q  ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; 2) αq = s/m  ëþáîå äðîá-
íîå ÷èñëî, ãäå s è m, 4 è m  âçàèìíîïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî




kδk(α, β)| ≥ C0 > 0, (15)
ãäå















Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü f(x) ∈ C3[0, 1], g(x) ∈ C3[0, 1], f (i)(0) =
f (i)(1) = 0, g(i)(0) = g(i)(1) = 0, i = 0, 2 è âûïîëíåíû óñëîâèß (14) è
(15). Òîãäà çàäà÷à (5)  (9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è ýòî ðåøåíèå îïðå-
äåëßåòñß ðßäîì (12), ãäå êîýôôèöèåíòû uk(y) íàõîäßòñß ïî ôîðìóëàì
(13).
Ðåøåíèå çàäà÷è 1.2 ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðßäà (12), ãäå ôóíêöèè























(pk(−y)q)(−y)12 , y < 0.
(16)
Óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è 1.2, òî îíî åäèí-
ñòâåííî.
Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè f(x) ∈ C3[0, 1] è âûïîëíåíû óñëîâèß f (i)(0) =
f (i)(1) = 0, i = 0, 2, òî çàäà÷à 1.2 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ýòî ðåøåíèå
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îïðåäåëßåòñß ðßäîì (12), ãäå êîýôôèöèåíòû uk(y) íàõîäßòñß ïî ôîð-
ìóëàì (16).
Â ñëó÷àå çàäà÷è 1.3 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèß åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß. Ïðè ýòîì ñàìî ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå

























y < 0 .
Âî âòîðîé ãëàâå äëß óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà (4) â ïðßìîóãîëüíîé
îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β} ïîñòàâëåíû è èçó÷åíû
ñëåäóþùèå çàäà÷è.
Çàäà÷à 2.1 (Çàäà÷à Äèðèõëå). Ïóñòü 0 < a < 1. Íàéòè â îáëàñòè
D ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðßþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèßì:
u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (17)
lim
y→0+0
yauy(x, y) = lim
y→0−0
(−y)auy(x, y), 0 ≤ x ≤ 1; (18)
Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (19)
u(0, y) = u(1, y) = 0, −α ≤ y ≤ β; (20)
u(x, β) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1; (21)
u(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ 1, (22)
ãäå f è g  çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì f(0) =
f(1) = 0, g(0) = g(1) = 0.
Çàäà÷à 2.2 (Çàäà÷à Å). Ïóñòü a ≥ 1. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ
u(x, y), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì (17), (19)  (21).
Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü a ≥ 1. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y),
óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì (19)  (22) è
u(x, y) ∈ C(D\{y = 0}) ∩ C2(D+ ∪D−); (23)
lim
y→0+0
ya−1u(x, y) = lim
y→0−0




yauy(x, y) = lim
y→0−0
(−y)auy(x, y), a ≥ 1, 0 ≤ x ≤ 1; (25)
lim
y→0+0
(ln y)−1u(x, y) = lim
y→0−0
(ln(−y))−1u(x, y), a = 1, 0 ≤ x ≤ 1.
Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü a > 1. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y),
óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì (19)  (24) è
lim
y→0+0
(yuy(x, y) + du(x, y)) = lim
y→0−0
((−y)uy(x, y)− du(x, y)),
ãäå d = a− 1.
Ìåòîäîì ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíû ÷àñòíûå ðåøåíèß óðàâíå-
íèß (4): uk(x, y) = Xk(x)Yk(y), ãäå Xk(x) îïðåäåëßþòñß ïî ôîðìóëå (10),
à ôóíêöèè Yk(y) èìåþò âèä
Yk(y) =









2 ), y > 0,
Y −k (y) = ck(−y)
1−a
2 J|1−a|(pk(−y) 12 )+
+dk(−y)
1−a
2 Y|1−a|(pk(−y) 12 ), y < 0,
(26)
ãäå ak, bk, ck è dk  ïðîèçâîëüíûå ïîñòîßííûå, p2k = 4(b2 + µk).
Èñïîëüçóß ÷àñòíûå ðåøåíèß (10) è (26), ðåøåíèß çàäà÷ 2.1  2.4 ïî-
ñòðîåíû â âèäå ñóììû ðßäà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (10). Íà-
ïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è 2.1 íàéäåíî â âèäå ñóììû ðßäà (12), ãäå ôóíêöèè











, y > 0,




, y < 0 ,
(27)
ãäå








2 ) 6= 0, (28)













2 )− I1−a(pky 12 )K1−a(pkβ 12 ),
Bk(α,−y) = Y 1−a(pk(−y)12 )J1−a(pkα 12 )− Y 1−a(pkα 12 )J1−a(pk(−y) 12 ),
∆k(−y, β) = J1−a(pk(−y) 12 )K1−a(pkβ 12 ) + Y 1−a(pk(−y)12 )I1−a(pkβ 12 ).
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Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (17) 
(22), òî îíî åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (28)
ïðè âñåõ k ∈ N .
Åñëè ïðè íåêîòîðûõ α, β è k = l ∈ N : ∆l(α, β) = 0. Òîãäà îäíîðîäíàß
















, y < 0.
Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) α˜ =
2α1/2  ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; 2) α˜ = n/m  ëþáîå äðîáíîå ÷èñëî, ãäå




kδk(α, β)| ≥ C˜0 > 0, (29)
ãäå












Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ C3[0, 1], f (i)(0) = f (i)(1) = 0,
g(i)(0) = g(i)(1) = 0, i = 0, 2 è âûïîëíåíû óñëîâèß (28), (29). Òîãäà çàäà÷à
(17)  (22) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è ýòî ðåøåíèå îïðåäåëßåòñß ðßäîì
(12), ãäå êîýôôèöèåíòû uk(y) îïðåäåëßþòñß ïî ôîðìóëàì (27).
Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ 2.3 è 2.4 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèß åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß. Ñàìè ðåøåíèß ïîñòðîåíû â
âèäå ñóììû ðßäà ñ îáîñíîâàíèåì ñõîäèìîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñ-
ñàõ.
Ðåøåíèå çàäà÷è 2.2 òàêæå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðßäà. Äîêàçàíû
ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß.
Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1) Óñòàíîâëåíû ïðîìåæóòêè èçìåíåíèß ïàðàìåòðà m: 0 < m < 1,
1 ≤ m < 2, â êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå èëè âèäîèçìåíåííûå çàäà÷è äëß
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óðàâíåíèß ñìåøàííîãî òèïà ñî ñòåïåííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âûðîæ-
äåíèåì (3) â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè ïîñòàâëåíû êîððåêòíî. Â êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ óñòàíîâëåíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ðåøåíèß çàäà÷
ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðßäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì îäíîìåðíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáîñíîâàíèåì ñõîäèìîñòè ðß-
äîâ â óêàçàííûõ êëàññàõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèß.
2) Íàéäåíû ïðîìåæóòêè èçìåíåíèß ïàðàìåòðà a: 0 < a < 1, a ≥ 1,
â êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå èëè âèäîèçìåíåííûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèß
ñìåøàííîãî òèïà ñ ôèêñèðîâàííûì âûðîæäåíèåì (4) â ïðßìîóãîëüíîé
îáëàñòè ïîñòàâëåíû êîððåêòíî. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ äîêàçàíû òåî-
ðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷, êîòîðûå ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû
ðßäà Ôóðüå. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñõîäèìîñòè ðßäîâ â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíåíèß (4).
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîôåññîðó Ñàáèòîâó Êàìèëþ Áàñèðîâè÷ó çà öåííûå ñîâåòû è ïî-
ñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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